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3.2 Sukzessive Minima und reduzierte Basen: Beweise

In diesem Abschnitt benutzen wir die Beschreibung eines Gitters (bis auf Isomor-
phie) durch eine (jede) seiner Gram-Matrizen sowie durch die zugehoérige quadra-
tische Form (bzw. ihre Aquivalenzklasse); wir erinnern an Abschnitt 1.1 fiir die
verschiedenen Varianten des Begriffs ,,quadratische Form” sowie die zugehérigen
Schreib- und Sprechweisen, z.B. F[x].

Proposition 3.2.1 (Dreieckszerlegung erster Art)

a) Es sei F' = (fij)ij=1,.n eine positiv definite quadratische Form. Dann
existiert eine eindeutige Zerlegung der Gestalt

F[X] = hl(l'l, e ,l’n)2 —+ hQ(IQ, Ce ,In)2 + ...+ hn_l(xn_l,xn)Q -+ hn(l’n)z

= Z?:l hi(x)?

wobei die h;, i = 1,...,n Linearformen auf R" sind, d. h. h;i(x) = > hxj,
j=1
(hij € R), und ferner gilt h;; = 0, falls j < i.

b) Unter den Voraussetzungen von a) gilt
i) H'H = F, wobei H = (h;;) eine obere Dreiecksatrix ist.
i) det F = (huy - hag - ... - hon)?
iii) h2 < fiu firi=1,...,n.

BEWEIS: a) Wir zeigen die Existenz und Eindeutigkeit der Funktionen h; bzw.
ihrer Koeffizienten h;; durch Induktion iiber n. Es gilt im Ansatz

F[x] = fur? + 2frixe + ...+ 2f1pr 2, + (..,
hi(x)? = (hi1@1 + hioxs + ...+ hipx,)?
= h3,2% + 2hy 1 hiozi 2o + .. 4 2Ry bz, + (L)

wobei die Terme (---) kein x; mehr enthalten. Setze also

hiy =/ fu1, by = fij/hu, 1=2,...,n. (3.2.1)
(Man beachte, dass f1; > 0 ist, denn die Matrix F' ist positiv definit.) Unter der
Voraussetzung h;; =0, ¢ = 2,...,r ist das die einzige Losung fiir Ay, ..., hip.

Nun ist die Funktion F[x] — hi(x)? unabhingig von z; und wieder eine qua-
dratische Form. D. h. es gibt eine symmetrische Matrix G der Gréfle n — 1 mit

F[x] — hi(x)? = G[x/], wobei X' = (z,...,2,)". (3.2.2)
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Wir behaupten, dass G wieder positiv definit ist. Sei dazu X' = (z2,...,2,)"
vorgegeben. Setze z1 := —(hyaxa + ... + hipxy)/h11, X = (21, ..., 2,)" Dann ist
hi(x) =0, G[x'] = F[x] > 0, sogar > 0, falls (z,...,2,) # (0,...,0).

Wir wiederholen nun diese Uberlegung, bzw. wenden die Induktionsannahme
auf G an, um die Koeffizienten h;; fiir 2 <1 < j < n zu erhalten.

b) Der Vektor (hy(x), ha(x), ..., h,(x))" kann als Hx geschrieben werden, und
folglich ist x'Fx = F[x] = (Hx)'Hx fiir alle x € R", nach a), woraus sich
sofort i) ergibt und damit auch ii). Die Abschétzung iii) folgt aus ii), denn f;; =
2 ket My = B O

Es folgt nun eine Variante der Dreieckszerlegung, die fiir quadratische Formen
iiber Q und Gitter oft etwas vorteilhafter ist.

Proposition 3.2.2 (Dreieckszerlegung zweiter Art)

a) Es sei F' = (fij)ij=1,.n eine positiv definite quadratische Form. Dann
existiert eine eindeutige Zerlegung der Gestalt

F[X] = Zdl BZ(SL’Z, . ,I‘n)2, mit di, Bij c R, Bij = 0, fallsg < ¢ und 71,” =1.
=1

Wenn alle f;; € Q sind, dann sind auch d;, Bij € Q.
b) Unter den Voraussetzungen von a) gilt
i) H'DH = F, wobei D die Diagonalmatrix aus d, ..., d, ist.
i) det F=dy-dy-...-d,
i) d; < fu firi=1,...,n.
c) Fiir hy; wie in 3.2.1 gilt d; = hZ firi = 1,...,n.
BEWEIS: a) In leichter Modifikation des Beweises von 3.2.2 setze anstelle von

(3.2.1)

di = fu, }_llj = {Z_llj fiir 5 > 1. (3.2.3)

Die Induktion lduft wie oben (mit dem gleichen ). Wenn alle f;; € Q sind, gilt
per Induktion auch dy, ..., d, € Q und h;; € Q fiir alle 7 < j.
Der Beweis von Teil b) lduft analog zum vorigen Satz 3.2.1.

Teil c) folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in 3.2.1: offenbar muss sogar h;; =
Vd; - hy; fiir alle 4, j gelten. O
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Beispiel (n = 2; siehe auch Beispiel 1.3.6, Ungleichungen (1.3.3))

ax? + 2bxy + cy?

— (\/Esc + %y)z + <ﬂy)

— a(x+3y)2+<c—%)y2

2

Korollar 3.2.3 (Hadamard-Ungleichung) Fiir jede symmetrische, positiv de-
finite Matrix F' = (f;;) € R™" gilt

i=1

BeEwEISs: Nach Proposition 3.2.2 b) ist det F' = det D = [[d; <[] fu- O

Folgendes Lemma wird fiir den Beweis von Satz 3.1.4 benutzt:

Lemma 3.2.4 Sei F eine positiv definite quadratische Form (symmetrische Ma-
trix) und

Flx] = Zdi hi(@s, Tigas oo )
i=1

ihre Dreiecks-Zerlegung zweiter Art. Dann existiert zu jedem x € R” ein y € Z"
mit

1 n
—_v]l< Z § o

BeEwEIs: Wir iiberlegen uns, dass wir ¥, ¥n_1,- - -, Yk, - - - , Y1 in dieser Reihenfolge
so wahlen konnen, dass fiir alle k =n, ..., 1 gilt

- - 1

| (x = y)| = [he(zr = Yr, - T — Yn)| < 5 (3.2.4)

Es ist
ha(X =y) = 20— yn
h(x—y) =@ —y) + D s hij(z; — y;)
= (xk Dy T (2 — yj)) — Yk

woraus sich die Behauptung unmittelbar ergibt. U
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Anmerkung: Das letzte Lemma bzw. sein Beweis hat den Charakter eines n-
dimensionalen Rundungsverfahrens: zu einem beliebigen Vektor x wird ein ganz-
zahliger Vektor y bestimmt, der ,nahe” (gemessen durch F') bei x liegt. Es wird
allerdings nicht behauptet, dass dieses y bereits bestmoglich ist. Idelaerweise wére

Flx —y] = mingezn F[x — z]. (3.2.5)

Ein solches y existiert, da es wegen der Diskretheit von Z" nur endlich viele
Kandidaten gibt. Auf die Bestimmung von y kommen wir spéter im Kontext der
Dirichlet-Voronoi-Zellen von Gittern noch kurz zuriick. Siehe auch Ubungsauf-
gabe 3.2.1.

3.2.5 Beweis von Satz 3.1.4:

Waihle linear unabhéngige Vektoren wq, ..., w, € L mit

l|lwi||> = ps :=min L, fiiri=1,...,n. (3.2.6)

Sei F' = (b(w;, w;)) die Gram-Matrix der w;. (Wir bezeichnen also das zugrunde-
liegende Skalarprodukt mit b). Es gilt also

[0]]> = b(v,v) = F[x], wobei v = inwi, x; € R. (3.2.7)

Es ist det F = m? - det L = m? - det(L, ), wobei m der Index des von wy, ..., w,
erzeugten Teilgitters von L ist. Wir benutzen nun die Dreieckszerlegung zweiter
Art von

Flx] = Zdi hi(i .., )2 (3.2.8)

Wir definieren hiermit eine neue quadratische Form F durch

n

~ d;
Plx] =) . hi(zs, . .., xn)2 (3.2.9)
i=1 "

Weiter definieren wir ein neues Skalarprodukt b durch

b(v,v) = F[x], wobei v = ZIﬂUz’, x; € R. (3.2.10)
Dann gilt
detF e — - detF, (3.2.11)
[y [in
und folglich auch
det(L,b) = _ det(L, b). (3.2.12)
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Man iiberlegt sich nun als entscheidende Hilfsaussage:
min(L,b) > 1, das heiBt, b(v,v) > 1 fiir alle v € L ~. 0. (3.2.13)

Es sei hierzu v = ) z;w; € L0, und k sei der grofite Index mit hg(x) # 0. Dann
sind wy,...,wg_1,v linear unabhéngig, denn sonst wére v Linearkombination
von wy, ..., Wwg_1, also rx = wp = -+ = x, = 0 und folglich auch hy(x) =
hi(xg, ..., z,) = 0. Nach Definition des k-ten sukzessiven Minimums ist b(v, v) >
L, es folgt

k
;% . >—Zdh :—b(v v) > 1.

[ 223

Nun folgt aus (3.2.13) mit der Definition der Hermite-Konstanten

1=1" < min(L,b)" < 7" det(L,b) < 22—~

g - Lin
also

JOREEEE fin <, det(L, D),
wie behauptet. 0
3.2.6 Beweis von Theorem 3.1.10
Setze wieder kurz p; ;== min; L, 1 = 1,...,n. Fiir K = 1 ist, wie bereits bemerkt,

|v1||* = p1. Seialso k > 1. Essei L' := Zv, @+ - @ Zuvj_1, V' := R, ®- - - SRup_;.
Es gibt einen Vektor w € L mit ||w]|* < p, und w ¢ V’. Die Vektoren vy, ..., vp_;
konnen zu einer Basis

V1, ..y V1,0 von LN (V' @ Rw) (3.2.14)

erginzt werden. Da eine solche Basis auch zu einer Basis von L ergénzt werden
kann (denn L N (V' @ Rw) ist direkter Summand in L), gilt nach Definition der
Minkowski-Reduktion

[or]l < ]l (3.2.15)

All das bleibt richtig, wenn wir v um einen beliebigen Vektor aus L’ abdndern;
hierauf kommen wir unten zuriick. Nun stellen wir den Vektor w in der Basis dar,
also

w=w+mv, weL, meZ. (3.2.16)

Wenn |m| = 1 ist, ist vq,...,vx_1, w ebenfalls eine Basis von LN (V'@ Rw), nach
(3.2.15) gilt also
gl < flwl® < e < Ok (3.2.17)
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Sei nun |m| > 2. Wir schreiben dann
v=2+0vt VeV vteVt (3.2.18)
Einsetzen in (3.2.16) liefert
w= (w +mv) +mut, w+mu eV, mot eV (3.2.19)

Es ist ||w]|*> > m?||vt]|?, also

2
vz < Ml 3.2.20
o < 120 < 2 (32.20)

Wir méchten nun [|v|| wenn moglich noch verkleinern, und zwar durch Anwendung
von Lemma 3.2.4 auf L', genauer auf die Gram-Matrix F’ von vy, ..., v,_1. Ersetze
also v durch v —u = (v — u) + v+ mit u € L’ so, dass

[/ —ul]* < Hdi + ... dy_v), (3.2.21)

wobei die d; aus der Dreieckszerlegung zweiter Art von F’ kommen, also d; <
fii = ||vi||? gilt. Es gilt also nach (3.2.15), angewendet auf v — u, dass

loell* < flo = wll* < F(lloll* + - - + lox-all*) + g1 (3.2.22)

Wenn wir nun die Behauptung des Satzes fiir vy, vo, ..., vi_1 als bewiesen anneh-
men und einsetzen, erhalten wir

loell® < flv —ul?

(VAN VANPAN

Die letzte Abschitzung ergibt sich ohne Miihe aus der expliziten Definition §; =
(%)2_4. (Hier wird gegeniiber dem genauen Wert, der sich rekursiv aus dem vor-

gestellten Beweis ergibt, noch ein wenig verschenkt.) O



