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3.3 Reduzierte Basen nach Lenstra, Lenstra und Lovasz

Alternativ zu klassischen Konzepten wie dem von Minkowski gibt es seit gut
25 Jahren den Reduktionsbegriff von Hendrik W. Lenstra, Arjen Lenstra und
Laslo Lovész. Er kommt Hand in Hand mit einem effektiven Algorithmus zur
Bestimmung einer reduzierten Basis aus einer gegebenen Basis. Die Struktur der
Abschétzungen ist wie bei Minkowski, die Konstanten sind naturgeméfl schlech-
ter. Bereits Minimalvektoren werden nur “approximiert”, nicht mehr sicher be-
stimmt. Der LLL-Algorithmus ist von grofler praktischer Bedeutung fiir alle Pro-
bleme, die auf ganzzahlige lineare Algebra fiihren.

In diesem Abschnitt legen wir weiterhin einen n-dimensionalen reellen Vektor-
raum £ mit Skalarprodukt (—, —) zugrunde. Wir erinnern an das im wesentlichen
aus der Linearen Algebra bekannte Orthogonalisierungsverfahren nach Gram und
Schmidt: Die Orthogonalisierung einer Basis vy, v, ..., v, ist die durch die Formeln

v = U
. " bei L <Ui7 Uj)
v, = U — ,lLijUj,WO €l Uiy = <'U* 'U*>
j=1 VR

gegebene Basis vj,...,v} von E. Alle Basen wy, ..., w, mit
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mit beliebigen Koeffizienten \;; € R, ¢ > j, fiihren auf die gleiche Orthogonali-
sierung w; = v}, v = 1,...,n. Wichtig ist, dass wir lediglich orthogonalisieren; die
Betrachtung einer Orthonormalbasis wire fiir die Reduktion nicht zielfithrend.
Die Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt liefert einen (begrifflich) anderen
Zugang zur Dreieckszerlegung erster Art einer positiv definiten quadratischen
Form; entsprechend liefert die eben beschriebene Orthogonalisierung die Drei-
eckszerlegung zweiter Art.

Sei nun {by, ..., b,} eine Z-Basis eines Gitters L. Dann besteht zwischen den
Langen ||b}]| der Vektoren b} der orthogonalisierten Basis und dem Minimum von
L der folgende Zusammenhang.

Lemma 3.3.1 FEs gilt min L > min{||b7|], ..., ||6% ||}

BEWEIS: Sei b € L ein beliebiger Gittervektor, b = Z?:l Aib; mit \; € Z fiir
1 <7 < n. Sei k der grofite Index mit \; # 0. Wir ersetzen in der Darstellung

5Mein Dank geht an Herrn Dr. Ralf Gerkmann fiir wesentliche Beitréige zu diesem Skriptteil
im Rahmen einer Vorlesungsvertretung im Sommersemester 2001.
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von b die Vektoren b;, 2+ = 1,...,k durch Zgzl pijbj. Dadurch erhalten wir eine

neue Darstellung b = S A*b* mit A\, = A} € Z, A # 0. Somit ist

k
1l =Y 11617 = AZIbEl® = [167)1?
i=1
woraus sich die Behauptung ergibt. 0

Bemerkung Die Aussage von Lemma 3.3.1 kann als eine Verallgemeinerung der
im vorigen Abschnitt nicht im Detail bewiesenen Abschéitzung (3.2.10) angesehen
werden.

Wir interessieren uns nun fiir Basen (v;), die ,,moglichst“ orthogonal sind, d.h.
moglichst nahe an ihrer Orthogonalisierung (v}) liegen. Dieses motiviert die erste
Bedingung (i) der folgenden Definitionen.

Definition 3.3.2 Es sei ¢ eine fest gewéhlte Konstante ¢ mit % < ¢ < 1. Eine
Basis by, ..., b, von E heifit LLL-reduziert, falls folgendes gilt:

(i) |py] < sfirl<i<j<n
(i) 10711* > (c = p;-)Ibi 4 |I*  (die LLL-Bedingung)

Dabei ist wie oben b7, ..., 0} die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung von by, ..., b,
)
und fp;; = CEAR

Bevor wir uns den Eigenschaften von LLL-reduzierten Basen zuwenden, notieren
wir zunéchst:

Satz 3.3.3 Jedes Gitter besitzt eine LLL-reduzierte Basis.

Man konstruiert eine solche Basis (und beweist somit den Satz) durch den wei-
ter unten angegebenen LLL-Algorithmus. Dabei wird dariiber hinaus noch eine
Aussage iiber den Aufwand gemacht, der zur Bestimmung einer solchen Basis
im ungiinstigsten Fall erforderlich ist. Man beachte noch, dass es nur von der
Gram-Matrix ((b;, b;))1<i j<n abhéngt, ob by, ...,b, LLL-reduziert ist oder nicht.
Man kann also auch von einer LLL-reduzierten positiv definiten symmetrischen
Matrix bzw. quadratischen Form sprechen. Der Satz besagt dann, dass jede posi-
tiv definite quadratische Form (ganzzahlig) dquivalent zu einer LLL-reduzierten
quadratischen Form ist.

Der folgende Satz fafit die wesentlichen Eigenschaften einer LLL-reduzierten Basis

zusammen®.

SWir folgen der Darstellung im Buch Computational Algebraic Number Theory von Henri
Cohen
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Satz 3.3.4 FEs sei by, ...,b, eine LLL-reduzierte Basis des Gitters L. Dann gilt
folgendes:

(a) TTi, 16:]]* < 2n(n=1)/2 det I,
(b) ||b1]|?> < 2*=1/2(det L)"/"

(c) ||b1]|> < 277! - min L

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir seine verschiedenen Teilaussagen noch
etwas erlautern, indem wir den Zusammenhang zu den Aussagen der klassischen
Reduktionstheorie herstellen. Fiir (b) erinnern wir an die bekannten Abschétzun-
gen von Minkowski und Hermite des Minimums durch die n-te Wurzel der De-
terminante. Dee Konstante 2("~1/2 ist hier noch schlechter als die Konstante
(4/3)=1/2 yon Hermite; der Vorteil ist wie gesagt, dass der Vektor b; mit ,,ver-
tretbarem Aufwand® gefunden werden kann, was fiir einen Minimalvektor in der
Regel nicht gilt.

Die Aussage (c) gibt an, wie nahe die Linge des vom LLL gelieferten kurzen
Vektors an das wirklich Minimum herankommt: immerhin bis auf einen Fak-
tor, der nur von der Dimension abhéngt. Fiir konkrete nicht zu grofie Dimensio-
nen wie etwa bis 50 ist der Faktor 2"! in der Praxis viel zu pessimistisch. Der
LLL-Algorithmus findet in interessierenden Féllen immer Vektoren, die nahe am
wahren Minimum liegen. In héheren Dimensionen kann man solche Vergleichs-
rechnungen nicht mehr durchfiihren.

Die Abschitzung fiir die GréBe []7, ||bi]|* unter (a) liefert schlieBlich einen
alternativen Beweis fiir die Existenz reduzierter Basen im allgemeinen Sinn (siehe
3.1.1), hier mit der relativ schlechten Konstanten C, = 27=1)/2,

Wir weisen an dieser Stelle noch darauf hin, dass die umgekehrte Ungleichung

det L < [T Ilosll*,

i=1

fiir jede Gitterbasis gilt. Der Beweis ergibt sich aus der Gleichheit
det L = [T llo;|I?
i=1

Dieses sicht man wie folgt: die Ubergangsmatrix zwischen den b; und den b hat
Determinante 1, d.h. die Determinante der Gram-Matrix #ndert sich beim Uber-
gang zu den b nicht, und die b} liefern eine Diagonalmatrix. Ferner ist offenbar
|65]] < ||b;]|. Wir erhalten einen (nicht wirklich) neuen Beweis der Hadamard-
Ungleichung: Fiir jede positiv definite n x n-Matrix A gilt det A < []'_; as.
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BEWEIS von Satz 3.3.4

zu (b): Auf Grund der beiden Bedingungen fiir eine LLL-reduzierte Basis
haben wir fiir 1 < j <n — 1 die Ungleichungen

>k * 1 *
165 1117 > (¢ — pi5 ;) 1037 > §||bj||2

Durch vollsténdige Induktion iiber j—i, 1 < i < j, folgt daraus ||b}||* > 2°77||b; |,
fiir i = 1 insbesondere [[b%[|* > 2'7(|b}[|* = 2'77||by||*. Wir multiplizieren die bei-
den Seiten dieser Gleichungen fiir j = 1, ..., n miteinander und erhalten insgesamt

107117 e 517 = 225y 2 = 27270y

Der Wert auf der linken Seite ist gleich (det L)?". Das Ziehen der n-ten Wurzel
auf beiden Seiten liefert somit die Abschéitzung (b).

zu (c): Die unter (b) gezeigte Ungleichung ||b%][* > 2'77||bf|| liefert im Spe-
zialfall i = 1 fir 2 < j < n die Abschétzung [|b%]|* > 2'7"(|by[|* und somit
min [|b%[|* > 27| [|*. Auf Grund von Lemma 3.3.1 folgt daraus die Behaup-
tung.

zu (a): Durch die Eigenschaft (i) einer LLL-reduzierten Basis und die Defini-
tion der Orthogonalvektoren b erhilt man

J Jj—1
* * 1 *
10,017 =" 2 o711 < 03017+ 1o &
i=1 i=1

Mit Hilfe der Ungleichung [|b%]|* > 2°77||b}[|* ergibt sich daraus

j—1
1 | —1 * ) — *
Io;]1* < (1 +ZZ 2T < 277 v )17

1=1

Multipliziert man diese Ungleichungen fiir j = 1, ..., n miteinander, so erhélt man
nach Ziehen der Quadratwurzel die gewiinschte Abschétzung. O
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Der LLL-Algorithmus

Bezeichnungen:
c:=3
By = ||b;|?
S L1/ ()
B; > (¢ — pi7;_1)Bi—1 (LLL-Bedingung)

225

Algorithm 1 Hilfsfunktionen zum LLL-Algorithmus

procedure Red(k,1)
if |,uk71| > % then
q — g+ %J
b < b, — qby
Hy, — Hy — qH,
Mkl < HEi— 4
fori=1,....,1—1do
Hii < HEki — Gl
end for
end if
end procedure

procedure Swap(k) {size of reduction of b}
by, < br—1
Hy < Hyp_y
if £ > 2 then

for j=1,...k—2do

M5 <7 Hk—1,5

end for

end if

Mo Pk k-1
B« By + pi*By_4
Lot — Pt
Bk — (Bk_lBk)/B
B+ B
fori=k+1,k+2,..., ke do
U— Wik
Mik < Mig—1 — pt
Mik—1 < T+ [ k—1/bik
end for
end procedure
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Algorithm 2 LLL-Algorithmus

3
C 1 )
B = [|b}]]
B > (c— :uzz,i—l)Bi—l

2] Vg
Hij = * - * Lk
S 104 R ()

procedure LLL
k—2 /] * 1. Initialize x [/
kmam —1
b = by
Bl = <b17 bl)
H 1,
// % 2. GramSchmidt = //
if k <k, then
goto 3
else
kmax —k
for j=1,...k—1do
Hij < TJ
b b~ kb
end for
if B, =0 then
error
end if
end if
Red(k,k—1) //* 3. Test LLL condition x* //
if B, < (C — Mz,k—1>Bk—1 then
Swap(k)
k «— max(2,k — 1)
goto 3
else
for l=k—-2,k—3,...,1do
Red(k,1)
k—k+1
end for
end if
if £k <n then
goto 2
else
output 07, ...,0;, H
end if

end procedure




