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4.5 Schranken an die Dichte von Kugelpackungen

Schon in Abschnitt 1.4 hatten wir die Dichte einer Kugelpackung, speziell eines
Gitters bzw. einer quadratischen Form, eingeführt; in den Abschnitten 4.1 und
4.3 hatten wir einige prinzipielle Einsichten über die Extremstellen der Dichte-
funktion auf dem Raum der quadratischen Formen gewonnen. Die zugehörigen
expliziten Verfahren sind allerdings in höheren Dimensionen nicht durchführbar
und ungeeignet, Aussagen über das Verhalten der bestmöglichen Kugelpackungs-
dichte ∆n bzw. der in Definition 1.4.6 eingeführten Hermite-Zahl γn als Funktion
der Dimension n herzuleiten. Mit dieser Frage beschäftigen wir uns im folgenden,
wobei es genauer um untere und obere Abschätzungen für γn gehen wird.

Weiterhin ist V ein euklidischer Vektorraum, n = dim V , und L ein Gitter
auf V . Wir erinnern an die Packungsdichte von L gemäß Satz 1.4.5 und ihren
Zusammenhang mit der Hermite-Zahl γ(L):

∆(L) =
ωn

2n

(min L)n/2

vol L
=

ωn

2n

(min L)n/2

√
det L

=
ωn

2n
γ(L)n/2 , (4.5.1)

wobei wie früher ωn das Volumen der Einheitskugel ist. Wir erinnern daran, dass
das Supremum der γL) über alle (Isometrieklassen von) Gittern der Dimension
n angenommen wird, nämlich von den endlich vielen absolut extremem Gittern
oder Kantenformen des Minkowski’schen Reduktionsbereiches. Es handelt sich
um die Hermite-Konstante γn. Entsprechend definieren wir nun

∆n = sup
L

∆(L) =
ωn

2n
γ n/2

n . (4.5.2)

Die Konstante ∆n ist also die bestmögliche Dichte einer gitterförmigen Kugel-
packung im n-dimensionalen euklidischen Raum; sie hat keinen besonderen Na-
men.

Wir stellen nun eine klassische obere Schranken für die beste erreichbare Dich-
te einer Kugelpackung vor. Sie gilt für beliebige, nicht nur für gitterförmige Ku-
gelpackungen. Der folgende Satz besagt insbesondere, dass ∆n → 0 für n → ∞,
d. h. mit wachsender Dimension ist die Gestalt einer Kugel immer schlechter für
dichte Packungen geeignet; für sehr große n bleibt fast der gesamte Raum leer,
gleichgültig wie man die Mittelpunkte wählt.

Satz 4.5.1 (Blichfeldt) Für die Dichte von Kugelpackungen im n-dimensionalen

euklidischen Raum gilt die obere Abschätzung

∆n ≤ 1 + n/2

2n/2
.

Beweis: Im folgenden wird nicht vorausgesetzt, dass die Menge L der Kugelmit-
telpunkte ein Gitter bildet. Sie muss lediglich gleichmäßig diskret sein, damit eine
Packung von Kugeln mit festem Radius überhaupt möglich ist. Wir ändern das
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Skalarprodukt um einen konstanten Faktor so ab, dass die Kugeln den Radius 1
haben. Es gilt dann ‖v − w‖ ≥ 2 für alle v, w ∈ L, v 6= w. Wir betrachten nun
eine

”
große“ Kugel

B(t) = {x | ‖x‖ < t} , t → ∞
und zählen die Kugeln der Packung, die ganz in B(t) enthalten sind:

βt := |{v ∈ L | v + B ≤ B(t)}| (4.5.3)

(hier ist B = B(1) die Einheitskugel). Es ist also βtωn das innerhalb von B(t)
durch ganze Kugeln überdeckte Volumen (angeschnittene Kugeln am Rand der
großen Kugel sind nicht berücksichtigt). Falls L ein Gitter ist, so gilt

∆(L) = lim
t→∞

βt ωn

vol B(t)
= lim

t→∞

βt

tn
; (4.5.4)

siehe auch Satz 1.4.5. Zum Beweis der Konvergenz nähert man B(t) möglichst
gut durch eine Vereinigung von Fundamentalbereichen an; die Differenz im über-
deckten Volumen ist von der Größenordnung tn−1 und somit zu vernachlässigen.

Wir zeigen nun für beliebiges L die Abschätzung

lim sup
t→∞

βt

tn
≤ 1 + n/2

2n/2
, (4.5.5)

womit der Satz dann bewiesen ist. Betrachte hierzu die folgende Funktion auf
dem R

n:

ϕ(x) :=

{

1 − ‖x‖2/2 , falls ‖x‖ ≤
√

2
0 , sonst.

(4.5.6)

Der Kern des Beweises steckt in der folgenden Ungleichung:
∑

v∈L

ϕ(x − v) ≤ 1 für alle x ∈ R
n. (4.5.7)

Für den Beweis dieser Ungleichung folgen wir dem Buch von C. L. Siegel,
”
Lec-

tures on the Geometry of Numbers“, Seite 125. Man beachte, dass auf jeder
beschränkten Menge nur eine endliche Summe von Funktionen x 7→ ϕ(x − v)
gebildet wird; insbesondere ist die linke Seite von (4.5.7) eine stetige Funktion
auf R

n.

Wir werten nun das Integral

It :=

∫

B(t)

∑

v∈L

ϕ(x − v)dx .

auf zwei verschiedene Weisen aus. Einerseits gilt, da wir für festes t nur eine
endliche Summe haben,

It =
∑

v∈L

∫

B(t)

ϕ(x − v)dx .
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Wir berücksichtigen in dieser Summe nur solche v ∈ L, für die die Kugel v+B(
√

2)
ganz in B(t) enthalten ist; setze also

αt := |{v ∈ L | v + B(
√

2) ⊆ B(t)}| . (4.5.8)

Da ϕ(x − v) außerhalb von v + B(
√

2) Null ist, können wir schreiben

It ≥ αt

∫

‖x‖≤
√

2

ϕ(x)dx . (4.5.9)

Da ϕ(x) nur von r = ‖x‖ abhängt, rechnet man in Polarkoordinaten sofort aus,
dass

∫

‖x‖≤
√

2

ϕ(x)dx = ωn
2n/2

1 + n/2
. (4.5.10)

Andererseits gilt nach (4.5.7)

It ≤ vol B(t) = tnωn . (4.5.11)

Insgesamt erhalten wir

αt
2n/2

1 + n/2
≤ tn bzw.

αt

tn
≤ 1 + n/2

2n/2
. (4.5.12)

Die Behauptung (4.5.5) ist bewiesen, wenn wir noch zeigen, dass

lim
t→∞

βt − αt

tn
= 0. (4.5.13)

Es ist βt − αt die Anzahl der Kugeln, deren Mittelpunkt v in L und im Streifen

S ′ = {v | t −
√

2 < ‖v‖ ≤ t − 1}

liegt. Diese Kugeln sind im breiteren Streifen

S = {x | t −
√

2 − 1 ≤ ‖x‖ ≤ t}

ganz enthalten. Also ist

(βt − αt)ωn ≤ vol S = ωn(tn − (t −
√

2 − 1)n)

= ωn(n(1 +
√

2)tn−1 + . . . tn−2 + . . .),

womit die Ungleichung (4.5.13) offensichtlich wird. �

Wir beweisen nun eine ebenfalls klassische untere Schranke für die Kugelpackungs-
dichte. Sie beruht auf einem nicht-konstruktiven Existenzsatz, der unten als Lem-
ma 4.5.3 formuliert wird.
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Satz 4.5.2 (Minkowski) Für die Hermite-Konstante bzw. die bestmögliche Dich-

te von Kugelpackungen in Dimension n gilt die untere Abschätzung

γn ≥
(

2

ωn

)2/n

bzw. ∆n ≥ 1

2n−1

Der Beweis beruht auf folgendem

Lemma 4.5.3 Es sei f ≥ 0 eine stetige Funktion mit kompaktem Träger auf
R

n. Dann existiert für jedes δ > 0 ein Gitter der Determinante 1 mit

∑

v∈Lr{0}
f(v) <

∫

Rn

f(x)dx + δ.

Den Beweis dieses Lemmas reproduzieren wir unten aus dem Buch Symmetric

Bilinear Forms von J. Milnor und D. Husemoller, Springer-Verlag 1973, S. 31 f.

Beweis von Satz 4.5.2: Das Lemma wird auf eine Approximation der charakte-
ristischen Funktion χB(r) der Kugel von einem geeigneten Radius r angewendet.
Genauer benutzen wir ein stetiges f : R

n → [0, 1], das nur von ‖x‖ abhängt, mit

f(x) = fr,s(x) =

{

1 für ‖x‖ ≤ r,

0 für ‖x‖ ≥ s.

Dabei ist s > r nahe bei r gewählt, und zwar so, dass s < (2/ωn)
1/n. Dann gilt

∫

x∈Rn

f(x)dx ≤
∫

x∈B(s)

1dx = ωns
n < 2. (4.5.14)

Nach dem Lemma 4.5.3 existiert ein Gitter L der Determinante 1 mit

∑

v∈Lr{0}
f(v) < 2. (4.5.15)

Für dieses Gitter gilt min L = γ(L) > r2, denn wenn L ein Paar ±v ∈ L r 0 von
Vektoren mit ‖v‖ ≤ r enthalten würde, dann würden diese einen Beitrag ≥ 2 in
der Summe von (4.5.15) liefern. Da r beliebig nahe an s und s beliebig nahe an
(2/ωn)

1/n gewählt werden kann, folgt für die Hermite-Konstante γn = sup γ(L) ≥
(2/ωn)

2/n, wie behauptet. �
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Man beachte den nicht-konstruktiven Aspekt zum Schluss des Beweises: Therefore

there must exist actual parameter values τ1, . . . , τn−1 so that . . . .


