II Extreme Gitter.

4 Dichte Kugelpackungen.

Definition 4.1 Sei L € (R™,(,)) ein Gitter. Dann ist
min(L) := min{(¢,¢) |0 # ¢ € L}
das Minimum von L und
S(Ly:={¢eL| (¢ =min(L)}

die Menge der kiirzesten Vektoren von L. Nach Satz 1.9 ist S(L) = {1, ..., l} eine endliche
Menge. k = |S(L)| heifst auch die KuBzahl oder auch kissing number von L.

/min(L) ist der Radius der Kugeln in der zu L gehorenden Kugelpackung. Die KuBzahl

1
2
ist die Anzahl der Kugeln in der Gitterkugelpackung, die eine feste weitere Kugel beriihren.

Definition 4.2 Bezeichne L,, die Menge aller n-dimensionalen Gitter. Die Hermite-Funktion
v : L, — Ryg ist definiert durch

_ min(L)
)= Geryi

Yo :=sup{y(L) | L € L,} heifst die Hermite-Konstante.

Bemerkung 4.3 Die Dichte der zu L gehorenden gitterformigen Kugelpackung ist
A(L) = 27"(L)"?V,

wobei V,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Insbesondere ist A(L)
maximal, genau dann wenn (L) maximal ist.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Algorithmus anzugeben, der die lokalen Maxima von
v auf dem Raum der Ahnlichkeitsklassen von n-dimensionalen Gittern bestimmt.

Dazu miissen wir zundchst auf L,, eine Topologie definieren.

Hermite Funktion auf Wurzelgittern.
L AQ Ag A4 ]D)4 ]D)5 ]D)G EG ]E7 Eg
~v(L) | 1.155 | 1.260 | 1.337 | 1.414 | 1.516 | 1.587 | 1.665 | 1.811 | 2

Bemerkung 4.4 (a) Die Hermite-Funktion v : L, — Ry ist konstant auf den Isometrie-
klassen von Gittern, d.h. (L) = ~v(L') falls L = L'. Sie dndert sich auch nicht bei Skalieren
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v(sL) = ~v(L) fir alle s € Rsg. Also ist v eine Funktion auf der Menge der Ahnlichkeitsklas-
sen von n-dimensionalen Gittern, v : L, /(R*O,(R)) — Rso, [L] — v(L).
(b)

Gram : £,,/(R*O,(R)) — R-o\R}"" o/ GL,(Z) =: Quad,,, [L] — [G(B)]

sym,

wo B eine Gitterbasis von L ist, ist eine Bijektion.

(c) Auf Sym,(R) := Ry*" = {A € R™" | A = A"} definiert (A, B) := Spur(AB) ein

Skalarprodukt und macht Sym,,(R) zu einem Euklidischen Vektorraum (Sym,,(R), Spur) (der
Dimension n(n + 1)/2). Diese Skalarprodukt definiert auch eine Topologie auf Sym,,(R).

Definition 4.5 Sei F' € Sym,,(R) positiv definit.
(1) min(F) := min{lF{" | 0 # ¢ € Z"} heifst das Minimum von F.
(1) S(F) = {l € Z" | (F0" = min(F)} die Menge aller kiirzesten Vektoren von F.

(i11) y(F) := d:tlzn = die Hermite-Funktion be: F.

Bemerkung 4.6 v(aF') = y(F) fir alle a € Ry.
Y(TFT™) =~(F) fiir alle T € GL,(Z).

V(L) = ~([L]) = ~(Gram(L)).
Definition 4.7 Ein Gitter L € L,, heifit extrem , falls [L] ein lokales Mazimum der Hermite

Funktion ~ : L,,/(R*O,(R)) — R ist, also falls es eine Umgebung U von F := Gram(L) in
Sym,, (R) gibt, so dass vy sein Mazimum in F annimmd.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist die Voronoi’sche Charakterisierung extremer Gitter
Satz 4.19 (unten).

Definition 4.8 FEine positive definite Matriz F' € Sym, (R) heifit perfekt , falls

(x"z | x € S(F))r = Sym,,(R).

Beachten Sie, dass diese Definition koordinatenunabhéngig ist. Ist 7' € GL,(R) so sind die
beiden Vektorrdume ((z7)" (2T) | z € S(F))r und (z""z | x € S(F))g isomorph.

Bemerkung 4.9 Ist T € GL,(Z), s € Ry so ist ' perfekt < sTFT' perfekt. Perfektion
st also eine Eigenschaft der Klasse von F' in Quad,,. Fin Gitter L € L, heifst perfekt, falls
Gram(L) € Quad,, perfekt ist.

Ende am 27.4.07

Satz 4.10 (Korkine, Zolotareff) F' € Sym,, .o(R) ist perfekt, genau dann wenn
{F} ={A € Sym,(R) | zAz" = min(F) fiir alle x € S(F)}.

Die Matriz F' ist durch ihre kiirzesten Vektoren eindeutig bestimmit.
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Beweis. Sei A € Sym, (R) eine weitere Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems
rAz"™ = min(F) fiir alle x € S(F). Dann ist fiir alle x € S(F')

(A — F)2'" = Spur(x(A — F)2'") = Spur(z"z(A - F)) =0

also ist A— F € (z'"x | x € S(F))g. Dieser Raum ist gleich 0, genau dann wenn F perfekt
ist. UJ

Bemerkung 4.11 Ist F perfekt, so ist 5|S(F)| > dim Sym,,(R) = n(n+1)/2, also |S(F)| >
n(n+1).

Bemerkung 4.12 Ist F' perfekt, so ist (S(F))r = R™.

Beweis. Ansonsten gibt es ein 0 # y € R” mit (y,x)? = 0 fiir alle z € S(F). Dann ist

0= (y,2)" = (yz")* = ya"zy" = Spur(ya"xy") = Spur((y”y)(z"z))
fiir alle x € S(F). Also ist die symmetrische Matrix y'"y aus (z'"z | z € S(F))z. O

Folgerung 4.13 Ist F' perfekt, so gibt es ein a € Ry mit aF' € Z™*".

Beweis. Ersetze F' durch ﬁ(F)F . Dann gilt min(F) = 1 und F ist die einzige Losung des

inhomogenen linearen Gleichungssystems xFz'" =1 fiir alle z € S(F) C Z™ mit ganzzahli-
gen Koeffizienten. Diese ist rational (Cramer) und daher ist F' € Q"*". Nach Multiplikation
mit dem Hauptnenner ist F' ganzzahlig. U

Satz 4.14 (Voronoi) Bis auf Ahnlichkeit gibt es nur endlich viele perfekte Gitter in L,.
Perf,, := {[L] € Roo\L,/O,(R) | L ist perfekt } ist endlich.

Beweis. Sei F' = Gram(L) perfekt. (E sei min(F) = 1. Wahle n linear unabhéngige Vektoren
x1,...,%, € S(L). Dann ist nach Folgerung 1.8

det(L) < det{xy,...,z, H (x5, 2;) <

Sei C,, := (4/3)"»=1/2 und (by,...,b,) eine nach Satz 3.4 existierende Gitterbasis von L mit
[0 b)) < Cdet(L) < C,..
i=1

Dann ist auch (b;, b;) < ﬁ < Cp.Ist x =370 aib; € L, so ist

2 det(<b17'"7bi—17$7bi+17”'7bn>Z) H];éz(b]7b])(l‘7x) . (.T,I')
a/z' - S Cn n - Cn
det(L) Hj:l(bj7 b;) (i, b;)

Also gilt fiir « € S(L), dass |a;| < VC,.

Also gibt es eine Matrix TFT™ € [F] mit T € GL,(Z) so dass S(F) C {(ai,...,a,) €

Z" | |a;| < VO, = (4/3)""=D/4) Diese Menge ist aber endlich, hat also auch nur endlich

viele Tellmengen Da F' nach Satz 4.10 durch S(F") eindeutig bestimmt ist, gibt es auch nur
endlich viele Moglichkeiten fiir F'. OJ

< Cp(z, z).
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Beispiel 4.15 A, ist einziges 2-dimensionales perfektes Gitter.

Beweis. A, ist perfekt (leicht nachzurechnen, oder siehe Beispiel 4.18). Ist F' € R?*2 perfekt,
so ist |S(F)| > 2 -3 = 6. Weiter gibt es nach obigem Beweis eine zu F' dquivalente Form F’
so dass

S(F') € {(ar,az) € Z2 | |a| < (4/3)" < 2}

Insbesondere enthélt S(F') eine Basis von 72 . Beziiglich einer solchen Basis ist F' = ( Z 2 )

mit b = +a/2 also F' dhnlich zu A,. O

Im néchsten Abschnitt werden wir einen Algorithmus kennenlernen, der es erméglicht, alle
perfekten Gitter aufzulisten. Mit dem Hauptsatz 4.19 liefert dies einen Algorithmus zur
Bestimmung aller extremen Gitter und damit auch zur Berechnung der Hermite-Konstante

Yn-

Definition 4.16 Fine positiv definite Matriz F' € Sym,, (R) heifit eutaktisch, falls es Zahlen
pz > 0 fir alle x € S(F) gibt mit

= > paz.

zeS(F)

Bemerkung 4.17 FEutaktisch zu sein ist eine Eigenschaft von [F] € Quad,,. Daher nennen
wir ein Gitter L eutaktisch, genau dann wenn Gram(L) eutaktisch ist.

Beweis. Fiir T € GL,(Z) ist S(TFT™) = S(F)T~! und es gilt

(TFTtT)—IZT—tTF—lT—l tr Z pwx l‘ _ Z pw({ET_l)tT{ET_l.

zeS(F z€S(F)

Beispiel 4.18 1, ist eutaktisch aber nicht perfekt.

A, ist eutaktisch und perfekt. Eine mogliche Grammatriz von A, ist A, = I, + J, mit
1 ... 1

Jo= |+ i | € {1} (In der Beschreibung A, = {3"" a;z; € Z" | Y a; = 0}
1 ... 1

wo (21, ..., 2n41) eine ON-Basis von Z" ist, ist (z1 — 29, ..., 21 — 2ny1) €ine Gitterbasis von
A, mit Gmmmatmx A,.) Dann gilt S(A,) = {iez, e;—e; | 0<i#j<n}und

1
Ailzln_ n
n nt 1 2n+1 Z .

zeS(A

A, ist minimal perfekt, d.h. S(A,) = n(n + 1). Es ist (e; — e;)"(e; — e;) die Matriz die
an den Stellen (i,i) und (j,j) eine 1 und bei (i,7) und (j,i) eine —1 stehen hat, und e'"e
die Diagonalmatriz mit einer 1 an Stelle (i,1). Daraus erkennt man, dass die (z'"z | x €
{ei,e; —e; | 0 <i<j<n} eine Basis von Sym,(R) bilden.
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Ziel dieses Abschnittes ist es, den folgenden Satz von Voronoi zu beweisen:

Hauptsatz 4.19 (Voronoi) Ein Gitter L ist extrem genau dann wenn es perfekt und eutak-
tisch ist.

Daraus erhélt man dann z.B. dass das Gitter A,, eine lokal dichteste Kugelpackung liefert.

Folgerung 4.20 (aus dem Hauptsatz) Extr,, := {[L] € Roo\L,/O,(R) | L ist extrem } ist
endlich.

Anzahl Ahnlichkeitsklassen perfekter Gitter.

n 112|3[4]|5|6] 7 8 9
|Perf,, | [1]1]1|2]3]7|33]10916 | > 524289
| Extr, || 1]11]2]3|6|30]| 2408 | > 12814

4.1 Der Beweis der Voronoischen Charakterisierung extremer Git-
ter.

Eine kleine Vorbemerkung zu Linearformen und Matrizen, die dem gesamten Beweis zugrun-
deliegt und einen basisfreien Zugang zu den Begriffen perfekt und eutaktisch liefert.

Bemerkung 4.21 Sei Endy(E) der Raum aller selbstadjungierten Endomorphismen von
E=R"(,))
Endy(E) = {f € End(R") | 5[5 € Sym,(R)}.

Die Spurbilinearform macht Endg(E) zu einem Euklidischen Vektorraum, Spur(f,g) :=
Spur(fg) fir f,g € Ends(E). Also liefert uns die Spurbilinearform einen Isomorphismus

Spur® : Endy(E) — Endg(E)* : f — (g — Spur(gf)).

Jedes 0 # x € E definiert einen selbstadjungierten Endomorphismus, die Orthogonalprojek-
tion p, auf (x)r definiert durch

(v, z)

(z,2)

Die Matriz von p, beziiglich einer Orthonormalbasis ist =z x. Es ist (z,r) Spur*(p,) =: ¢,

: (w,z)
mat

pm:’Ul—>

va(f) = (zf, ).
(Achtung, Normierung ! )

Beweis. Zur Berechnung von ¢, (f) sei (ba, . . ., b,) eine Basis von 2+, Dann ist B := (z, ba, . .., b,)
eine Basis von F und g(p,)p = diag(1,0,...,0). Sei f € End,(£) und (f;;) die Matrix von
f beziiglich B. Dann ist Spur(fp,) = fi; und xf = fi;z+ 2 mit z € 2+, Also ist fi; = (z.2)

(z,z)
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Bemerkung 4.22 Die Bedingung dass F' € Sym,, (R) perfekt ist, bedeutet dass die {¢, |
x € S(F)} den Dualraum Ends(E)* erzeugen. Die Eutaziebedingung

*x F7l= Z P2
zeS(F)

mit positiven p, liest sich in der Sprache der Linearformen wie folgt: Ist B eine Basis mait
Grammatriz F, so ist F~1 = p.idp. Ist © die Koordinatenzeile beziiglich der Basis B, so
ist 2" x = (x,2) g+ (pr) . Also liest sich x als

id = min(F) Z PuDa
zeS(F)
was unter der Identifikation mit dem Dualraum tibergeht zu
Spur = Z PzPx
zeS(F)

als Gleichung fiir Linearformen auf Endg(E).

Dies zeigt unter anderem, dass die Eigenschaft eines Gitters perfekt, bzw. eutaktisch zu sein
nur von der Geometrie der Menge der kiirzesten Vektoren abhéngt.

Definition 4.23 Sei M C E eine endliche Menge von Vektoren im Euklidischen Raum.
(i) M heift perfekt , falls
(p | x € M) =Ends(E)".

(i) M heifit eutaktisch , falls Zahlen p, > 0 (fir alle x € M) existieren mit

Spur = Z PzPz-

zeM

Ein Gitter, oder auch eine symmetrische positiv definite Matrix, ist also eutaktisch bzw.
perfekt, genau dann, wenn seine Menge von kiirzesten Vektoren eutaktisch bzw. perfekt ist.

Der Rest des Abschnitts ist einem Beweis des Hauptsatzes 4.19 gewidmet. Dazu zunéchst
ein Satz von allgemeinem Interesse:

Satz 4.24 (Stiemke, 1915) Sei 'V ein R-Vektorraum, ¢1,. .., € V*. Aquivalent sind:
(1) {x €V ]pj(x) >0 fir allel <j<t}= ﬂzzl ker(p;).
(ii) Es gibt ay,...,a; € Ry mit a;po1 + ... + appy = 0.

Beweis. (ii) = (i) Ist klar. Ist ndmlich € V mit ¢;(z) > 0 fiir alle 1 < j <t, so ist auch
0= Z§'=1 a;jp;(z) eine Summe von nichtnegativen Zahlen. Also ist ¢;(x) = 0 fiir alle j und
damit 2 € N'_, ker(;).

(i) = (ii): Wir gehen zu V/._, ker(y;) iiber und nehmen an, dass (,_, ker(y;) = {0}, also
V* = (¢1,..., ). Betrachte

*:={M C{e1,...,o} | FJx € V;¢(x) >0 fiir alle p € M, ¢(x) > 0 fiir ein ¢ € M }
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Sei M € x eine Menge mit maximaler Kardinalitdt |M| =:m. B M = {¢1,...,¢mn}. Dann
gilt (M) = V*, denn sonst gibt es ein y € V mit ¢;(y) = 0 fir alle 1 < i < m. Da
(P1,...,0) = V* gibt es ein pg mit p,(y) # 0. Wahlt man A € R so dafl ¢4(z + Ay) > 0
mit = wie in , so sieht man, dass M U {ps} € * ein Widerspruch zur Maximalitit von M.

Fall 1: Es ist t > m+ 1: Dann ist t —1 > m und Induktion iiber ¢ liefert af,...,a;_; > 0 mit
Zf 1 alp; = 0. Da (p1,...,0m) = V* gibt es by, ..., b, mit p, = Z;n:l bje;. Wéhle a; > 0
mit a; 1= a, —a;b; > 0 fiir i = 1,...,m und setze a; := a fir i =m +1,...,t — 1. Dann ist
22:1 ajp; = 0.

Fall 2: Es ist ¢ = m + 1. Sei W := ker(¢;) und wende Induktion an auf ¢y, ..., ou—1)w.
Danach gibt es ay,...,a;_1 > 0 mit (Zf: aipi)w = 0. Nach Definition von m gibt es x € V/
mit @;(x) >0 fur alle 1 <i <m =1t —1und p;(z) > 0 fiir ein . Da m maximal war folgt

dann ¢, (z) < 0. Setze a; := —80%(35) Zf;i a;pi(z). Dann ist a; > 0 und Zﬁzl a;p;(x) = 0. Da
(>0, aipi)w = 0ist und V = (W, z) folgt S'_, a;0; = 0. O
Satz 4.25 Sei 0 # a € End(F) und J := [—¢,¢€| ein Intervall, so dass a; := ta + id fir

t € J nur positive Eigenwerte hat. Dann ist die Funktion
f:J =Rt det(ay)

strikt logarithmisch konkav (d.h. g := log(f) ist strikt konkav) und 1/f : J — Rt —
det(ay) ™! ist strikt konvez.

Beweis. Sind ay,...,a, € R die Eigenwerte von «, so ist det(oy) = [ (1 + A\;t). Sei
2
= log(f). Dann ist ¢/ = "1, Hg’A und ¢" = = >, (1+/>A s < 0. Also ist ¢’ streng

monoton fallend und damit g = log( f) strikt konkav.
Sei f = % =1, g; mit g;(t) = 1+M Dann ist f/ = > =195 1z 9 und

= Zg [oi+> da I] o

J=1 i#j J#k i#5,k

Nun ist ¢, = (1+A rapz und g’ m also

s A2 \j Ak
?_22(1+ﬂj> +;1+ﬂj1+mk>o

da 23" a7 + 37, wix; positiv definit ist. Da aber f > 0 auf J ist, ist somit auch f” > 0 und
damit f strikt konvex. O

Lemma 4.26 (i) Es gibt eine Umgebung U von 0 in Ends(E) so dass fir jedes h € U mit
Spur(h) < 0 und jedes g € End(E) mit gg"" = id+h gilt: g € O(E) (also h = 0) oder
| det(g)| < 1.

(i1) Sei K ein abgeschlossener Kegel in Ends(E) mit Spur(h) > 0 fir alle 0 # h € K. Dann
gibt es o > 0 so dass fiir alle h € K mit 0 < Spur(h?) < « gilt det(id +h) > 1.
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Beweis. (i) Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte von h. Dann sind 1+, ..., 1+ A, die Eigenwerte
von id +h. Bei geeigneter Wahl von ¢/ kann man erreichen dass die 1 + \; alle positiv sind
fiir alle h € U. Betrachte

f=1n:00,1] = Rt det(id+th) = JJ(1 +t\)

i=1

und setze fi :=log(f). Dann ist fi(t) = >, H’\A und insbesondere f;(0) = Spur(h) <0
Ist h =0, soist g € O(FE).
Ist h # 0, so ist so ist nach Satz 4.25 die Funktion f; strikt konkav, also f] streng monoton
fallend und f{(t) <0 fur ¢ € [0,1]. Damit ist aber fi(1) < f1(0) =1 also

det(id +h) = exp(f1(1)) < exp(f1(0)) = 1.

(ii) Sei M := {h € End,(E) | Spur(h?) = 1} und wihle h € K N M und sei f, : t —
det(id +th), g5 = log(fr) wie eben. Dann ist g;(0) = Spur(h) > 0 und g¢,(0) = 0. Also gibt
es ein t, > 0 mit g, (¢,) > 0. Die Abbildung

G KNM— RN — gu(ty) =log(J[(1+ ta\)
i=1
ist stetig und positive bei h. Also gibt es eine Umgebung Uy, von h in K N M mit g(h') > 0
fir alle A’ € Uy. Nun ist K N M kompakt (da K abgeschlossen und M kompakt), d.h. es gibt
endlich viele h; 1 < ¢ < ¢ mit

Setze a := min{t; |1 < i < a}. Ist nun h € K mit 0 < Spur(h?) < «a so ist h' :=
L__ € MNK und es gibt ein h; mit ' € Uy,. Dann ist gy (t) > 0 auf [0,/a] C [0, 4,]

v/ Spur(h?)
und daher auch fiir ¢ := /Spur(h?), d.h. det(id +h) > 1. O

Erinnerung an die Polarzerlegung

Lemma 4.27 Sei L € L,,. Dann gibt es eine Umgebung U von id € End(FE), so dass
S(Lg) C S(L)g fir alle g €U.

Beweis. Sei my := min(L) und my := min{(z,z) | x € L,(xz,2) > my}. Wir benutzen die
Polarzerlegung von g € GL(FE) als g = g,gs mit g, € O(E) und g5 € Endy(E). Wahle U so
klein, dass fiir alle g € U alle Eigenwerte des symmetrischen Anteils g, positiv sind und fiir
den kleinsten und goss ten Eigenwert A.c bzw. Ay von g, gilt, dass

>\max 2 mo
( < —.
/\min ma

Dann ist fiir x € L mit (x,2) > my (d.h. (z,2) > my) und y € L mit (y,y) = my

(¥9,99) = (Y9s,Y9s) < Morax (U, ¥) = Aoema
(zg,79) = (2gs, Tgs) > N, ) > Alyma > (y9,99)
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Lemma 4.28 FEs gibt eine Umgebung U von id € End(F), so dass fir alle g € U gilt
min(Lg) = min(L) genau dann wenn min{y,(h,) | € S(L)} = 0 wobei hy, = g> —id €
Ends(FE).

Beweis. Sei U so klein, dass S(Lg) C S(L)g fiir alle g € U (existiert nach Lemma 4.27). Es
ist fiir € S(L):

(zg,zg) = (vg;, ) = ((id +hy), 2) = @, (id) + pu(hy) = (z,2) + @u(hy).

Also ist
min(Lg) = min(L) + min{p,(h,) | z € S(L)}.

O

Satz 4.29 (Korkine, Zolotareff, 1877) Sei L € L,,. Dann gilt: L ist extrem genau dann wenn
fir alle h € Endg(F) mit Spur(h) < 0 und min{y,(h) |z € S(L)} =0 gilt h = 0.

Beweis. L ist nach Definition extrem, wenn eine Umgebung U von id € End(FE) existiert so
dass fiir g € U gilt

v(Lg) > (L) = g € R*O(F) und dann natiirlich auch v(Lg) = v(L).

Durch Skalieren mit R* kénnen wir uns auf solche g € U beschrénken, mit min(Lg) = min(L).
Dann ist h, := g2 — id € Ends(F) mit min{p,(h,) | = € S(L)} = 0. Jedes solche h, liegt
dann also in

K :={h € Ends(F) | p(h) >0 fiir alle x € S(L)}.

Dies ist ein abgeschlossener Kegel in End (FE).

=: Sei L extrem und h = h, € K mit Spur(h) < 0. Dann ist nach Lemma 4.26 entweder ¢
orthogonal (und damit L = Lg) oder |det(g)| < 1 und damit det(Lg) < det(L). In diesem
Fall ist aber wegen min(L) = min(Lg) die Hermite Funktion (L) > v(Lg).

<: Angenommen L ist nicht extrem. Dann gibt es fiir jede Umgebung ¢ von id in End(FE)
ein g € Y mit min(L) = min(Lg) (also h, = g> —id € K) und v(Lg) > (L) aber g & O(E).
Dann ist |det(g)| < 1 und also

det(g?) = det(h, +id) < 1.

Wihlt man g nahe genug bei id, so kann man h, beliebig klein machen. Nach Lemma 4.26
(ii) kann dann aber nicht Spur(h,) > 0 gelten fiir alle g € U. Also gibt es ein 0 # h, € K
mit Spur(h,) < 0, ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

Beweis. (von Hauptsatz 4.19) Dazu benutzen wir die Charakterisierung von Extremheit in
Satz 4.29.

<: Sei L eutaktisch und perfekt und betrachte h € End(E) mit min{p,(h) | x € S(L)} =0
und Spur(h) < 0. Da L eutaktisch ist, gibt es a, € R.o mit

Spur(h) = > appu(h)

z€S(L)
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Das Spur(h) < 0 ist und ¢, (h) > 0 fiir alle z € S(L) folgt p.(h) = 0 fir alle x € S(L). Da
jetzt L perfekt ist folgt daraus dann h = 0, da die ¢, mit z € S(L) den Raum End,(E)*
erzeugen. Also ist L extrem mit Satz 4.29.
=-: Sei nun L extrem. Zeigen L ist perfekt und eutaktisch.
L ist perfekt: Sei h € Endg(F) mit ¢,(h) = 0 fiir alle z € S(L). (E sei Spur(h) < 0, sonst
ersetzen wir h durch —h. Da L extrem ist folgt nach Satz 4.29, dass h = 0 ist. Damit ist aber
(py | z € S(L))* =0 und also (p, | z € S(L)) = End,(F) was bedeutet, dass L perfekt ist.
L ist eutaktisch: Wende Satz 4.24 an auf ¢, (z € S(L)) und — Spur. Dazu geniigt es aus den
Ungleichungen

©.(h) >0, Spur(h) <0 fir h € End,(E)
zu folgern, dass h = 0 ist. Fiir r € R setze h' := h — rid. Dann ist Spur(h’) = Spur(h) — nr
und ¢, (') = @, (h) —rmin(L). Wahle r > 0 so dass min{p,(h’) | z € S(L)} = 0. Dann gilt
immer noch Spur(h’) < 0. Also nach Satz 4.29 ist A’ = 0. Damit ist aber h = rid fir ein
r > 0. Wegen Spur(h) < 0 folgt » = 0 und somit h = 0. O

5 Der Voronoi Algorithmus zur Bestimmung aller per-
fekter Gitter.

Um Trivialitdten zu vermeiden setzen wir im ganzen Abschnitt voraus, dass die Dimension
n > 2 ist.

Bemerkung 5.1 Sym="(R) =: K bezeichne den Kegel aller positiv semidefiniten symme-
trischen Matrizen. Dies ist ein konvexer abgeschlossener Kegel in Sym,, (R), der den Raum
aller symmetrischen Matrizen Sym,,(R) erzeugt.

Auf Sym,, (R) definiert (A, B) — Spur(AB) ein euklidisches Skalarprodukt wodurch Sym,, (R)
mit seinem Dualraum Sym,, (R)* identifiziert wird.

Definition 5.2 Sei F' € Sym, (R) positiv definit. Dann bezeichnet V(F') den Voronoi Bereich
von F, das ist der Kegel in Sym,(R), der von den symmetrischen positiv semidefiniten
Matrizen 2"z mit x € S(F) erzeugt wird.

V(F):={ > Aa'z |\ >0}

z€S(F)

Fiir ein Gitter L setzen wir

V(L) :={ > 'z |\ >0}

zeS(L)
Bemerkung 5.3 V(F) C Sym-’(R).

F' ist perfekt, genau dann wenn V(F') nicht leeres Inneres hat, genau dann, wenn V(F) in
keiner Hyperebene von Sym, (R) enthalten ist.
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Das Hauptergebnis dieses Abschnitts wird sein, dass die Voronoi-Bereiche der perfekten For-
men eine face-to-face Pflasterung von K bilden, d.h. die Vereinigung aller Voronoi-Bereiche
perfekter Formen ist ganz C und der Schnitt zweier benachbarter Voronoibereiche ist eine
ganze Seite von jedem der beiden Voronoibereiche.

Lemma 5.4 Sei F' € Sym,(R) positiv definit. Dann sind die Kanten von V(F') genau die
Strahlen {Rsox"x | x € S(F)}. Insbesondere ist S(F') durch V(F) eindeutig bestimmt.

Beweis. Den Beweis fithren wir in der Sprache der Gitter. Sei also L ein Gitter mit Gram-
matrix F. (E sei min(L) = 1. Wir betrachten Koordinatenzeilen beziiglich einer ON-Basis
von R"™.

Sei H := {X € Sym="(R) | Spur(X) = 1}. Dann ist P := H NV(L) die konvexe Hiille der
Rang 1 Matrizen in X := {2z | x € S(L)}. Insbesondere sind die Ecken von P alle in X.
Sei umgekehrt X = 2"z € X keine Ecke von P. Dann gibt es V; = ¢y, € X mit V; # X
fiir alle 7 und positive Zahlen A; > 0 mit Z;l A =1 und

t

tr . tr

z"r = g NiY; Yi-
i=1

Sei z := max{(z,y;)? | 1 < i < t}. Dann ist z < 1, da z # +y; fiir alle ¢ (nach Cauchy-
Schwarz). Es ist aber

1= (v,2)* =2z 22" Z)\ zyi") <Z)\z—z<1

ein Widerspruch. O

Bemerkung zum relativen Inneren.

Sei M eine Teilmenge eines Euklidischen Raums F und E = (M) der von M erzeugte
Teilraum.

Das relative Innere von M ist die Menge aller z € E, fiir die eine Umgebung von z in E
existiert, die ganz in M liegt. Da Innere von M ist die Menge aller z € FE, fiir die eine
Umgebung von z in E existiert, die ganz in M liegt. Insbesondere ist das Innere von M
gleich leer, falls E # E.

Nach Lemma 5.4 ist das relative Innere von V(F) gleich

{ ) Naz | A, > 0fiir alle x € S(F)}.

z€S(F)

Denn sei z = 3 ¢y Ae2"@ im relativen Inneren von V(F). Dann sind die A, in der Regel
nicht eindeutig und auch nicht notwendigerweise > 0. Sei U eine Umgebung von z, die ganz
in V(F) liegt. Dann gibt es € > 0 mit z — €} g "z € U. Also gibt es a, > 0 mit
P EerS(F) 2ty — ers(m a,r""z und daher ist z = erS(F)(ax + €)'z eine positive
Linearkombination der z'"z.

Folgerung 5.5 F ist cutaktisch, genau dann, wenn F~' im relativen Inneren von V(F)
liegt.
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Bemerkung 5.6 Sei F' € Sym,, (R) positiv definit, so dass (S(F)) = R™. (Man nennt dann
F auch well-rounded .) Sei G im relativen Inneren von V(F'). Dann ist G auch positiv definit.

Beweis. Ist G im relativen Inneren von V(F), so gibt es A, > 0 mit G = > gy A"
Dann ist aber fiir beliebiges 0 £ v € R™:
VGV = Z Ao (v Z Ao (20"
2€S(F) z€S(F)
da v ¢ S(F)* = 0 (beziiglich des Standardskalarprodukts). O

Definition 5.7 Sei F' perfekt und S eine Seite des Voronoi-Bereichs V(F). Ein Seitenvektor
(facet vector, vecteur de face) von F zur Seite S ist eine Matriz 0 # R € Sym,, (R) mit
Spur(RS) =0 fir alle S € S und Spur(RT) > 0 fir alle T € V(F).

Bemerkung 5.8 Ist F' perfekt und S eine Seite von V(F'), so ist R € Sym,,(R) genau dann
ein Seitenvektor zu S, wenn

(i) Fir alle x € S(F) mit 2"z € S ist Spur(z""zR) = xRz = 0 und

(i1) Fiir alle x € S(F) mit 2"z ¢ S ist Spur(z'"xR) = xRz > 0.

Der Seitenvektor R erzeugt also die Losungsmenge des rationalen homogenen linearen GLS
zRx™ =0 fiir alle x € S(F) mit 2”2 € S und kann daher rational gewihlt werden.

Satz 5.9 Sein > 2. Sei F perfekt und S eine Seite von V(F') mit Seitenvektor R € Sym,,(R).
Dann ist R indefinit und es gibt ein x € Z"™ mit xRa'" < 0.

Beweis. Erinnerung: Ist R € Sym,(R) positiv semidefinit, so gibt es T" € GL,(R) m
TRT"™ = diag(1,...,1,0,...,0). Insbesondere ist das Radikal von R rad(R) := {v €
R™ | vR = 0} < R"™ genau die Menge aller isotroper Vektoren von R, iso(R) := {v €
R"™ | vRv™ = 0}. Diese bilden also einen Teilraum von R" der Dimension d < n. Also ist
(v'"v | Spur(v"vR) = 0) ein Teilraum von Sym,, (R) der Dimension

< d(d+1) - (n—1)n - n(n+1)
- 2 - 2 2

n(n+1)
2

— 1 =dim(Sym,,(R)) — 1.

Die Seite S hat aber Dimension —1 und wird von gewissen v""v mit v € iso( R) erzeugt.

Also ist R indefinit.

Dann gibt es aber auch ein x € Z™ mit xRz™ < 0. Denn es gibt ein solches z € R™ mit
xRz'" < —e < 0. Die Abbildung = — xRz ist stetig (als Polynom in n Unbestimmten) und
Q" liegt dicht in R™. Also kann man ein y € Q" finden mit yRy"" < 0. Ist N der Hauptnenner
der Koordinaten y;, so ist z := Ny € Z" und zRz"" = N?(yRy'") < 0. O

Satz 5.10 Seien I, Fy symmetrische positiv definite Matrizen,

(a) Sei T € V(Fy) im relativen Inneren von V(Fy). Dann gilt V(F) C V(F).

(b) Keine Matriz im Inneren des Voronoi-Bereichs einer perfekten Form liegt in irgendeinem
anderen Voronoi-Bereich.
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Beweis. (a) (E sei min(F}) = min(Fy) =: m. Sei T' € V(Fy) N V(F3). Dann gibt es A, > 0 mit

Dann ist

und
Spur(T'F,) = Z e (2Foa™) > m Z Ay = Spur(T'Fy).

z€S(F1) x€S(F1)

Ebenso findet man Spur(7T'Fy) > Spur(T'F;,) also Spur(TFy) = Spur(T'Fy). Ist T im relativen
Inneren von V(F}), so sind alle A, > 0 und Spur(7'F;) = Spur(7'F) ist dann gleichbedeutend
mit zFyz™ = m fiir alle x € S(Fy) also S(Fy) C S(Fy) und damit gilt dies auch fiir die von
diesen Mengen aufgespannten Kegel, V(F;) C V(F3).

(b) Ist Fy in (a) zusitzlich perfekt, so ist Fy durch die Gleichungen xFiz' = m fiir alle
x € S(Fy) eindeutig bestimmt. Da F» diese Gleichungen nach dem Beweis von (a) auch
erfiillt, gilt damit F} = F5. ([l

Satz 5.11 Sei F' perfekt, m := min(F), R ein Seitenvektor zur Seite S von V(F) und
S:={zxeS(F)|z"z € S}. FirtecR setzen wir

F,:= F+tR € Sym,(R).

(a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes p > 0 so dafs fiir 0 < t < p die Form F; nicht perfekt
ist und min(Fy) = m und fir t > p die Form Fy entweder nicht positiv definit ist, oder
min(Fy) < m ist.

(b) Fir0<t<pist S(F;)=S5.

(c) Firt <0 ist F; entweder nicht positiv definit, oder min(F;) < m.

(d) Die Form F, ist perfekt mit min(F,) = m. S = V(F) N V(F,) und F und F, sind die
einzigen perfekten Formen, deren Voronoi-Bereich S enthdlt.

Wir haben also

t < 0: F; nicht positiv definit oder min(F;) < m.
t=0: F,=F.
0<t<p: min(F;)=m, S(F;) =S und F}; nicht perfekt.
t =p: min(F,) =m, S(F,) N S(F) =9, F, perfekt und V(F)NV(F,) = S.

t > p: F; nicht positiv definit oder min(F};) < m.
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Ende am 15.5.07

Beweis. (¢) Ist y € S(F) — S, dann ist yRy" > 0 und somit yFyy"" = m + t(yRy"") < m fiir
t <O0.

Nach Satz 5.9 gibt es ein y € Z" mit yRy" < 0. Also ist fiir grofies ¢t die Form F} indefinit.
Sei T' := {t > 0 | min(F;) < m oder F; nicht positiv definit }. und p := inf(7T") die grofite
untere Schranke von 7.

Dann ist p > 0.

Zu (a) und (b): Sei 0 < t < p. Nach Definition ist dann min(F;) = m. Es ist sicherlich
S C S(F;) da yRy"™ = 0 fiir y € S und S(F;) N S(F) = S. Sei y € S(F;) — S. Dann ist
yFy™ > m und daher yRy"™ = 1(yFy'" — yFy") = m/t — yFy' /t < 0. Ist nun € > 0 so ist
yFi y'™ < m und daher t 4+ € € T. Dies ist ein Widerspruch zu ¢t < p = inf(T).

Zu (d): Da min(F;) < min(F) ist fiir alle ¢ > p gibt es ein y € S(F,) mit yRy" < 0. Da
Projektionen entlang den Vektoren in S C S(F),) die Hyperebene (S) in Sym,,(R) erzeugen,
die senkrecht zu R steht, gilt somit (p, | z € {y} U S) = Sym,,(R) und daher ist F, perfekt.
Ist F' eine dritte perfekte Form, mit S C S(F’). Da V(F,) und V(F') sich genau in der
gemeinsamen Seite S schneiden und V(F’) O S eine echte Obermenge von S ist, gibt es

einen gemeinsamen inneren Punkt von V(F’) und einem der beiden Vornoi-Bereiche V(F)
oder V(F,). Mit Satz 5.10 folgt dann F’' = F oder F' = F),. O

Definition 5.12 Die Form F,, aus Satz 5.11 heifit direkter perfekter Nachbar von F' zur Seite
S.

Bemerkung 5.13 Ist m := min(F) € Q, so ist die perfekte Form F rational. Wahlt man
auch noch den Seitenvektor R € Q" ", so ist p aus Satz 5.11 eine rationale Zahl.

2 -1
1 o und S(Ay)/{£1} =

{(1,0),(0,1),(1,1)}. Da |S(As)/{£1}| = dim(Sym,(R)) = 3 ist, ist V(As) N H ein Simplex,
also hier ein Dreieck, wobei H = {X € Sym,(R) | Spur(X) = 1} bezeichne. Die Ecken des

Dreiecks sind £ = L0 , 00 . b1 die Seitenvektoren sind
0 0 01 211

01 2 -1 0 -1

2 1 6 -3
12);A2+2R2_<_3 9 )7

Beispiel 5.14 Der Voronoi-Bereich von Ay. Es ist Ay :=

Die zugehirigen direkten Nachbarn sind As + 2Ry = <

2

A2+2R3: ( _3

—3 ) und alle isometrisch zu As.
Ubung: Bestimmen Sie die direkten Nachbarn von Aj.
Ebenso wie den Hauptsatz 5.11 sieht man

Bemerkung 5.15 Sei F' eine nicht-perfekte positiv definite symmetrische Matriz mit m :=
min(F) und sei R € V(F)*. Setzt man Fy .= F +tR, so gibt es genau ein p > 0 so daf F,
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Minimum m hat fir 0 <t < p und nicht positiv definit oder von kleinerem Minimum ist fir
t > p. Weiter ist dim(V(F),)) > dim(V(F)).

Beweis. Als Ubung. O
Beispiel: Sie F' = I5. Dann ist V(F) = {diag(A1, A2) | Ay > 0} mit Ecken diag(1,0) und

diag(0,1) und V(F)* = (R := ( (1] (1)

Diese Bemerkung erlaubt es, zu einer gegebenen Form eine perfekte Form zu finden. Mit
Satz 5.11 kann man dann alle direkten Nachbarn dieser perfekten Form bestimmen.

)) Dann ist F' + 3R perfekt.

Ubung: Wenden Sie diesen Algorithmus auf F' = I5 an.

[?eﬁnition 5.16 Der Voronoi Graph ist ein Graph, dessen Ecken genau die endlich vielen
Ahnlichkeitsklassen perfekter Formen der Dimension n sind. Zwei Ecken sind durch eine
Kante verbunden, genau dann, wenn geeignete Vertreter direkte Nachbarn sind.

Satz 5.17 Der Voronoi-Graph ist ein endlicher zusammenhdngender Graph.

Beweis. Die Endlichkeit haben wir schon in Satz 4.14 gesehen. Es geniigt daher zu zeigen,
dass es fiir je zwei perfekte Formen F' und F’ mit gleichem Minimum m eine Kette F' =
Fy, Fy,...,F, = I’ perfekter Formen mit Minimum m gibt, so dass F;_; und F; direkte
Nachbarn sind (1 < ¢ < s). Dazu wihlen wir uns einen inneren Punkt Q' € V(F’). Ist
Q' € V(F) so ist F' = F’ nach Satz 5.10. Ansonsten gibt es einen Seitenvektor R von F, so
daB Spur(RQ’) < 0. Sei F} := F' + pR die zu F iiber den Seitenvektor R direkt benachbarte
Form. Dann ist Spur(F1Q’) < Spur(F@Q’). Ist Q" € V(Fy), so ist F; = F’ nach Satz 5.10.
Ansonsten kénnen wir Spur(F;Q)') immer weiter verkleinern. Dies ist ein endlicher Prozess
nach dem folgenden Satz. U

Satz 5.18 Sei Q' eine positiv definite Form und seien K,m > 0. Dann ist
{F € Sym.°(R) | min(F) = m, F ist perfekt und Spur(FQ') < K}
endlich.
Beweis. Zum Beweis benutzen wir das folgende leichte Lemma
Lemma 5.19 Seien Q, Q' zwei positiv definite symmetrische Matrizen.

p=min{zQx" | x € R" za' = 1}.
Sind A1, ..., \, die Eigenwerte von Q)', so ist

" 1
0<A<> A< , Spur(QQ)
i=1
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Beweis. Sei (by,...,b,) eine ON-Basis aus Eigenvektoren von @’. Ist M die Matrix von @
beziiglich dieser Basis, so ist

Spur(QQ') = Spur(diag(Ar, ..., An)M) =Y " NiMy > p Y A
=1 i=1

Ende am 18.5.2007

Bezeichne nun p das Minimum von )" auf der Einheitssphére und sei F' wie in Satz 5.18 mit
Eigenwerten Ay, ..., A, und m = min(F). Nach der Hermite Ungleichung gilt dann

n n

[TA = det(F) >

i=1 T
Wegen Lemma 5.19 gilt auflerdem

K
0< N < —fir allel <i<n.

1

n ,n—1

Also gibt es ein @ > 0 (z.B. a = ’;1—,1["(”_1) mit \; > a fir alle 7. In einer ON-Basis B :=

(b1, ...,b,) aus Eigenvektoren von F' gilt dann fiir einen Vektor z =Y | v;b; € S(F), daB

=gF2" = Z:)\lyZ > aZyl

Dies beschréinkt die Betrége der Komponenten von x € Z" in der festen Basis B. Also ist x
in der endlichen Menge

{x €Z" | zpat < %}

Diese Menge hat nur endlich viele Teilmengen, also gibt es nur endlich viele M&glichkeiten
fir S(F') und damit fiir die perfekte Form F nach Satz 4.10. O

Bemerkung 5.20 Sei F' perfekt, R ein Seitenvektor von V(F') zur Seite S und g € Aut(F).
Dann ist auch gRg"" ein Seitenvektor von V(F). Ist Fy = F + pR ein direkter perfekter
Nachbar zur Seite S, so ist auch Fy := gF g"" = F + pgRg"" ein direkter perfekter Nachbar
von F. Fy und Fy sind isometrisch also gentigt es bei der Bestimmung des Voronoi-Graphen
Vertreter der Bahnen von Aut(F') auf den Seiten von V(F) zu betrachten.

Satz 5.21 Die direkten perfekten Nachbarn von A, sind alle isometrisch zu A, falls n < 3
st und zu D, falls n > 4 ist.

Beweis. Nach Lemma 2.19 operiert die Weyl Gryppe W(A,,) < Aut(A,) transitiv auf der
Menge der Wurzeln S(A,,). Schneidet man den Voronoi-Bereich V(A,,) mit der Hyperebene
H :={X € Sym,(R) | Spur(X) = 1}, so erhélt man einen konvexen Polyeder der Dimension
n(n+1)/2—1 mit genau |S(A,)|/2 = n(n+1)/2 Ecken. Dieser ist daher ein Simplex, dessen
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Seiten genau n(n+1)/2 —1 Ecken enthalten. (V(A,,) ist ein sogennanter simplizialer Kegel.)
Insbesondere operiert W (A,,) auch transitiv auf den Seiten von V(A,). Nach Bemerkung
5.20 sind daher alle direkten Nachbarn von A, isometrisch. Es geniigt also einen direkten
Nachbarn von A,, zu bestimmen. Dazu rechnen wir wieder mit der Grammatrix A4, := I,,+.J,
von A, aus Beispiel 4.18. In dieser Basis ist S(A,) = {£e;, £(e; —ex) [ 1 <i<n, 1 <j<
k <n}. Sei T; := el"e; = diag(0,...,0,1,0,...,0) und T} := (e; — ex)" (e; — ex). Dann ist
(Tjk)ay = 0 falls {z,y} & {5, k}, (Tir)j; = (Tig)ee = 1 und (Tir)je = (Tir)r; = —1. Sei S die
Seite die alle Ecken von V(A,,) bis auf T} enthélt. Dann ist

0 -1 0 ... 0
-1 0 O 0
R = 0 0
0O ... ... ... 0

ein Seitenvektor zu dieser Seite und A,,+ R =: D,, ist eine Grammatrix des perfekten Gitters
D, = (€1 + ea,61 —eg,61 —€3,...,61 — €p)

(falls n > 4) bzw. von Az fiir n = 3. Also ist dies der direkte Nachbar von A,, zur Seite S.
Ist n = 2, so ist A,, + R nicht perfekt, hat aber noch Minimum 2. Der direkte Nachbar fiir

n =2 ist dann A,, + 2R = ( _21 _21 ) und isometrisch zu A,. U

Folgerung 5.22 Perfy = {[As]} und Perf; = {[A3]}.
Beispiel Die Voronoi-Graphen in Dimension 2,3,4,5.

Satz 5.23 Aut(Dy) hat 2 Bahnen auf den Seitenvektoren von V(D). Die entsprechenden
direkten perfekten Nachbarn sind isometrisch zu Dy bzw. Ay.

Beweis. Wir rechnen beziiglich einer Basis von Z* und benutzen die Beschreibung

D4 = {(ZL‘1,$2,$3,1‘4) == inei I~ Z4 ‘ le - QZ}

Dann ist S(Dy) = {£e;te; | 1 <i < j <4} und [S(Dy)|/2 = 12. Weiter ist dim(Sym,(R)) =
10. In jeder Seite von V(D) liegen also mindestens 9 Ecken. Wir bestimmen also die Bahnen
von Aut(D,) auf den 1, 2, und 3-elementigen Teilmengen von S(Dy)/+1. Aut(Dy) ist transitiv
auf S(D4). Der Stabilisator von {£(e; + e3)} hat 3 Bahnen auf S(D,)/ + 1 geméss der 3
moglichen Skalarprodukte 0, +£1, +2. Durch explizites Nachrechnen sieht man die folgenden
3 Behauptungen.

Behauptungl: Vertreter dieser Bahnen sind {£(e; —e2)}, {£(e1 +e3)}, {£(e1 +€2)}
Behauptung2: (272 | x € S(Dy) — {£(e1 +e3), £(e1 + e2)}) = Sym,(R).

Behauptung3: H := (x| © € S(Dy) — {£(e1 — e2),=(e1 + e2)}) ist eine Hyperebene in
Sym,(R), welche jedoch keine Seite von V(IDy) ist.
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0100
. . . . N 1 000

Dass H eine Hyperebene ist, rechnet man wieder leicht nach. H—~ = (R := 0000 ).
0 00O

Die beiden Skalarprodukte Spur(R(e; —e3)™(e1 — e2)) und Spur(R(e; +e2)™ (€1 + e3)) haben

unterschiedliches Vorzeichen, also ist H keine Seite von V(Dy).

Also gibt es keine 10 Ecken von V(D) die in einer Seite von V(ID,) liegen und somit enthélt
jede Seite S von V(D) genau 9 Ecken. Die drei Paare +x; € S(Dy) mit 2"z; ¢ S erfiillen
nach Behauptung 3 ausserdem (x;,z;) # 0. Es bleibt also mit Behauptung 1 die Fille
Ty = e+ ey o = e+ ez und z3 € {ex — e3,e9 + €3,61 + €4,e1 — e4} zu betrachten. Die
Matrix diag(1,1,1,—1) € Aut(D,) fixiert 21 und x5 und bildet e; + e, auf e; — ey ab. Die
Spiegelung o, entlang des Vektors v = %(61 — eg — €3+ e4) ist ein Automorphismus von Dy,
da 20 € Dy, (v,v) = 1 und v € D¥. Es ist 0,(21) = 21 und oy (23) = 3, da 2; € v* und
o.(es + e3) = e; + e4. Also geniigt es, die beiden Félle x3 = e5 — e3 und 3 = ey + e3 zu
betrachten. Da die Gitter (zq,xs, z3) = As bzw. Az unterschiedlich sind, haben wir gezeigt,
dass die Automorphismengruppe Aut(D;) genau 2 Bahnen auf den Seiten von V(D,) hat.
Die entsprechenden Seitenvektoren ergeben sich als

1 1 1 0 111 0
I T S I , 111 0
R=11 411 o |PE=]17171 o
00 0 -1 000 —1

mit zugehorigen perfekten Nachbarn £’ = T(I4+%R)T“" >~ D, bzw. F' = T([4+%R/)T““ ~ A,
1100

wo T = O

o O O

1
0
0

o~ -

0
1
2

Folgerung 5.24 Perf, = {[A4], [D4]}.
Ubung: Bestimmen Sie die perfekten direkten Nachbarn von Ds.

Bemerkung 5.25 Der Voronoi-Bereich V(Eg) hat 25075566937584 Seiten die in 83092
Bahnen unter Aut(Eg) fallen. Alle bis auf 2 perfekte Formen in Dimension 8 sind direk-
te Nachbarn von Eg.
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